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Abstract

  Wavelet transforms can decompose a signal into several scales that represent 

different frequency band. The position of signal's instantaneous at each scale 

can be determined approximately by wavelet transform. Such a property can be 

used to denoise. Threshold-based denoising method was proposed by Donoho. 

Threshold-based denoising method is used hard-threshold or soft-threshold. It 

is very simple and satisfy performance. But it is not satisfied each band 

characteristic of the analyzed multi-resolution image.

  This paper proposes the threshold techniques which applied threshold method 

according to each band characteristic of image. The proposed method analyzed 

image into multi-resolution by wavelet transform and considered each band 

characteristic of the analyzed image. It is used hard-threshold to LL band that 

have form of original image mostly, and soft-threshold to LH band that have 

horizontal component of original image, HL band that have vertical component 

of original image and HH band that have diagonal component of original 

image.

  In this paper, we simulated with three different 512×512 images that are 

Lenna, Baboons and Girl, and compared threshold-based method with the 

proposed method. The simulation results showed that the proposed method 

could achieved higher quality image improvement of about 0.9dB, 1.4dB, 1.9dB 

each Lenna, Baboons, Girl than hard-threshold method and about 3dB, 2.2dB, 

3dB each Lenna, Baboons, Girl than soft-threshold method. We can convince 

that the proposed method is more efficient than the threshold-based method.
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Ⅰ. 서론

  사회가 고도로 정보화 됨에 따라 초고속 정보 통신망, 인터넷을 비롯한 여러 종

류의 채널이나 매체를 통해 다양한 멀티미디어 정보 서비스가 제공되고 있다. 멀

티미디어 정보는 상과 음향을 중심으로 문자, 도형, 음성 등이 결합된 다중 정보

로서, 이 정보의 단순 PCM 데이터의 양은 방대하여 고속 통신망으로도 감당하기 

어렵게 된다. 특히, 멀티미디어 정보 중 상 데이터는 대용량의 상정보를 고 능

률로 압축하면서 응용 분야에 따른 요구 조건을 만족해야 한다. 이러한 방법으로 

JPEG, MPEG-1, MPEG-2, H.261과 H.263 등 상부호화에 대한 표준이 이미 제

정되었다. 그리고 차세대 상부호화 방식으로 정지 상은 JPEG-2000, 동 상은 

MPEG-4를 중심으로 국제 표준의 제정이 완료되고 있으며 각국의 표준 및 기술 

선점을 위한 연구가 활발히 진행되고 있다.(Wallace, 1992)(ITU-T SG 15, 1995) 

현재 JPEG(Joint Photographic Expert Group)과 MPEG(Moving Picture Expert 

Group)표준에서는 DCT(Discrete Cosine Transform)을 기반으로 하는 블록 단위

의 변환을 사용하고 있다. 이 변환 기법은 낮은 비트율에서 블록간의 경계가 현저

하게 나타나는 블록경계현상이 발생한다.(Mallat, 1989) 이에 비하여 웨이브렛 변

환에서는 공간 및 주파수의 해상도를 가변적으로 나타낼 수 있으므로 평탄하게 변

하는 부분과 윤곽선 정보와 같이 급격하게 변하는 부분을 동시에 효율적으로 다룰 

수 있으므로 낮은 비트율 압축에서 블록경계현상을 일으키지 않는다. 따라서 낮은 

비트율 압축을 위해서는 웨이브렛 변환을 이용하는 것이 효과적이다.(Averbuch, 

1996) 

  웨이브렛 변환은 1910년 Haar가 처음으로 직교 웨이브렛을 만들었으며, 80년대 

중반 Morlet 등이 처음으로 웨이브렛을 지진파 연구에 이용하 다. 이후 

Daubechies와 Mallat 등에 의해 다중해상도 이론이 발표된 후 상부호화에 있어

서 웨이브렛의 응용에 대한 연구가 활발히 진행되고 있다.(Daubechies, 1992) 이러

한 웨이브렛은 변환은 신호를 다해상도로 분해하며, 입력 신호는 서로 다른 해상
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도로 표현하기 위한 부 신호들과 나머지 신호들을 표현하기 위한 세부 신호들로 

나누어진다. 상이나 음성 등의 신호들은 에너지 분포를 주파수 역에서 관찰할 

때 고르지 못한 분포를 가지고 있다. 이로 인해 신호를 분해하는 것이 필요하게 

되었으며, 기본적으로 도입된 개념이 스펙트럼을 부대역으로 분할하여 각각의 부

대역을 독립적으로 목적에 맞도록 처리하는 M 대역분해이다. 신호를 다해상도로 

분해하는 것은 두 가지 방법이 있다. 하나는 M개의 동일한 대역으로 분할하는 방

법이고 다른 하나는 dyadic 트리 구조로의 분해인데 웨이브렛 변환이 이에 속한

다. 웨이브렛으로 변환된 상신호는 서로 다른 주파수 특징을 갖고 이들간에는 

어느 정도의 상관관계가 존재한다. 웨이브렛 변환을 이용하여 상을 다해상도로 

분해한 후 상을 압축하는 것은 기존의 DCT를 이용한 방법보다 압축률을 높일 

수 있고 블록킹현상이 일어나는 적절한 압축방법이다.

  상을 디지털화하거나 처리, 전송, 저장하는 과정에서 여러 가지 요인에 의해서 

열화가 발생하게 된다. 상에서 열화가 발생하면 상 자체의 인지도를 떨어뜨릴 

뿐만 아니라 여러 가지 상 처리 응용 분야에서 급격한 성능 저하가 발생하게 된

다. 따라서 상처리와 상 인식 분야에 있어서 열화를 제거하는 일은 매우 중요

하다. 상복원(Image Restoration)은 이러한 열화를 제거하거나 재구성하고 복원

하기 위하여 디지털 신호 처리 알고리즘을 이용하여 주어진 상 신호를 개선하는 

과정이다. 상 신호에 가산되는 잡음은 주어진 상황에 따라 감지기 및 전자회로

에서 발생되는 가우스 잡음, 데이터 획득 과정 등에서 일어날 수 있는 임펄스잡음 

등 여러 가지가 존재한다. 그중 가우스 잡음에 대한 연구가 많이 진행되고 있다. 

이러한 잡음을 제거하기 위해서는 가우스 필터, 이동 평균 필터, 메디안 필터, 위

너 필터 등 선형 필터를 이용하며 비선형 필터로는 시그마 필터, Mophological 필

터 등이 이용된다. 가우스 잡음은 선형 필터로 처리하는 것이 좋은 성능을 보이며 

비선형 필터들은 임펄스 잡음에 대하여 우수하나 가우스 잡음에 대해서는 선형 필

터에 비해 성능이 떨어지게 된다. 그러나 선형 필터들은 잡음 제거의 성능 면에서

는 우수하나 상내의 선, 윤곽이 번지는 블러링 현상이 나타나는 단점을 갖고 있

다. 이러한 문제점을 해결하기 위한 연구로서 웨이브렛이 갖고 있는 장점인 원래

의 상 신호와 잡음을 잘 분리하는 특징을 이용하여 에지 성분을 보존하면서 필

터링을 수행하는 상 향상 기법들이 제안되어 왔다. David Donoho는 웨이브렛 
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해석을 잡음 제거 기법에 적용한 임계치 기법을 제안하여 잡음을 분리해내는데 우

수한 결과를 얻을 수 있었다.(Donoho, 1994) 이 기법은 웨이브렛 변환을 이용하여  

다해상도로 분해된 상의 각 대역별 특성을 고려하지 않아서 완전히 잡음을 제거

하지는 못했다.

  본 논문에서는 웨이브렛 변환을 이용하여 잡음이 첨가된 상에서 잡음을 제거

하는 기법에 대하여 제시한다. 이 기법은 Donoho가 제안한 임계치 기법을 상의 

각 대역별 특성에 따라 적용한다. 먼저 웨이브렛 변환을 이용하여 상을 다해상

도로 분해한 후 분해된 상의 각 대역별 특성을 고려하여 원 상의 형태를 대부

분 가지고 있는 LL 대역에는 hard-threshold 기법을 사용하고, 원 상의 수평 성

분을 가지고 있는 LH 대역, 원 상의 수직 성분을 가지고 있는 HL 대역과 원 

상의 대각 성분을 가지고 있는 HH 대역에는 soft-threshold 기법을 사용한다. 

제안한 기법의 성능 평가는 시뮬레이션을 통해 Donoho의 임계치 기법과 비교하여 

원 상과의 차이가 줄어짐을 확인하고 객관적인 상 화질의 척도인 PSNR(Peak 

Signal to Noise Ratio)를 이용하여 비교 분석한다.

  본 논문의 구성은 Ⅰ장에서는 기존의 잡음 제거 기법과 동향에 대한 내용과 연

구 방향을 제시하고, Ⅱ장에서는 웨이브렛 변환의 특징 및 웨이브렛 함수에 대하

여 설명한다. 그리고 Ⅲ장에서는 기존의 임계치 기법에 대한 기술과 대역별 임계

치 기법으로 잡음 제거하는 방법을 제시한다. Ⅳ장에서는 기존의 방법과 비교하여 

우수한 특성을 확인하고, 마지막으로 Ⅴ장에서 본 논문의 결론을 맺는다.
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Ⅱ. 웨이브렛 변환

1. 퓨리에 변환과 단시간 퓨리에 변환

  신호를 분석하기 위해 가장 폭넓게 쓰이는 것은 퓨리에 변환이다. 퓨리에 변환

은 입력 신호에 대하여 전 구간에 대해서 적분을 하기 때문에  정상적인 신호에 

대해서는 정확한 주파수 특성을 알 수 있다. 그러나 비정체적인 신호에 대해서는 

그 신호에 대한 주파수 특성은 알 수 있지만 시간에 대한 주파수별 특성은 알 수 

없는 시간-주파수간의 불확정성 원리를 따른다. 따라서 시변 주파수 특성을 갖는 

신호를 해석하기 위해서는 시간과 주파수를 동시에 표현하는 방법이 필요하다. 이

러한 문제점을 해결하기 위하여 창함수 w( t)를 사용하여 w(t)e
- jωt와 같이 국부

적으로 존재하는 함수를 만든다. 이것을 사용하여 수정한 퓨리에 변환을 단시간 

퓨리에 변환(STFT : Short Time Fourier Transform)이라 부른다.  

  Gabor는 창함수로 가우스 함수 e- t
2

을 사용하여 다음과 같은 단시간 퓨리에 변

환을 고려하 다. 

F(ω,b) = ⌠⌡

∞

-∞

1
2 πε

e
-
( t-b)

2

ε2 e - jωtf(t)dt  (1)

여기서 ε은 실수이고 이 값은 미리 선정하여 놓는다. 식(1)을 Gabor변환이라 부

르고  F(ω,b)는 신호 f( t)를 시간과 주파수 평면에 표현한다. 식(1)에서처럼 시

간축으로 일정하게 이동하는 시간 윈도우를 적용하고 퓨리에 변환을 수행함으로

서, Fig 1과 같은 신호에 대한 스펙트로그램(spectrogram)이라고 하는 시간-주파

수 표현을 얻을 수 있다. 시간축으로 이동하는 윈도우에 의해 시간 국부성을 확보

하고, 이것을 퓨리에 변환해서 주파수 특성을 파악함으로서 시변 주파수 특성을 
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해석할 수 있다. 퓨리에 변환에서와 같이 STFT는 윈도우에 의해 결정되는 시간-

주파수간의 국부성이 상충관계(trade-off)를 갖는다. 시간 역에서 버팀을 작게 

해서 해상도를 높이면 주파수 역에서의 해상도는 낮아지고, 주파수 역에서의 

해상도를 높이면 시간 역에서의 해상도가 낮아진다. 따라서, 비정체적인 특성을 

갖는 신호를 효율적으로 분석할 수 없다는 결점이 있다. 이 결점을 보완하기 위해

서 신호의 다중해상도 표현이 가능한 웨이브렛 변환이 발전하 다. Fig 1에서 (a)

는 창함수에 의해 시간-주파수 평면이 일정한 창의 크기로 나뉘어진 것을 나타내

고, (b)는 (a)에 표시된 각 역에 대한 주파수를 표현한다.

���
���
���

���
���

���
���
���

Frequency

Time

(a) Coverage of the time-frequency plane

���
���

���
���

���
���

(b) Typical basis

Fig 1. Basis functions and time-frequency resolution of STFT
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2. 웨이브렛 변환

  웨이브렛 변환은 1910년 Haar가 처음으로 고조파 해석을 위하여 퓨리에 스펙트

럼을 옥타브 밴드로 나눈 직교 웨이브렛을 만들었다. Morlet 등은 단일 원형 함수

를 기초로 한 국부 퓨리에 해석을 변형하여 지진파 연구에 웨이브렛을 이용하

다. Daubechies는 유한한 길이의 스케일링 함수 및 웨이브렛을 발생시킬 수 있는 

Daubechies 웨이브렛을 제안하 고, Mallat 등이 다해상도 이론을 발표한 후 웨이

브렛 변환 이론은 크게 발전 및 응용이 되어지고 있다.(Daubechies, 1992) 

(Combes, 1987)(Mallat, 1989) 웨이브렛 이론은 초기에 수학적인 문제를 다루기 위

해 연구된 분야이지만, 공학분야에서도 필터뱅크의 형태로 정리되었다. 웨이브렛 

변환은 신호의 해석에 있어 주파수에 따라 신호의 시간 해상도를 달리하여 신호를 

해석함으로 신호의 고주파 성분은 시간 해상도를 높여주며 비정체적인 신호 분석

에 유리하다. 

  웨이브렛은 모 웨이브렛(mother wavelet)이라 불리는 함수의 천이와 스케일링을 

통해서 생성되는 함수의 재귀적 집합으로 구성된다. 모 웨이브렛은 다음과 같이 

정의된다. 

ψ a,b(t) = 
1
a
ψ( t-ba )   a∈R+,b∈R  (2)

  여기서 R은 실수, R
+는 양의 실수이고 웨이브렛 함수 ψ는 기본적으로 평균

이 (zero)인 함수로서 식(3)과 같다.

⌠
⌡

+∞

-∞
ψ(t)dt=0  (3)

  식(2)에서 ψ( t)는 모 웨이브렛, a는 스케일링 변수이고 b는 천이 변수를 나타
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낸다. 이때 함수 f( t)∈L 2(R)의 웨이브렛 변환은 웨이브렛 ψa,b와 f( t)의 곱의 

적분으로 구하여 진다. 여기서 L 2(R)은 실수 평면을 나타낸다.

Wf(a,b) = 
1
a
⌠
⌡

∞

-∞
f(t)ψ( t-ba )dt  (4)

  여기서 Wf(a,b)는 함수 f( t)의 웨이브렛 변환이다.

  신호처리에 주로 응용되는 웨이브렛은 주파수 역에서 주파수 국부성을 갖는 

대역통과 필터의 특성을 나타내고, 시간 역에서는 옹골 버팀(compactly support)

를 가짐으로서 시간 윈도우와 같은 시간 국부성을 내포한다. Fig 2에서처럼 식(4)

에서 변수 a가 감소하면 웨이브렛의 시간 국부성은 낮아지는 반면 주파수 국부성

을 높아진다. a, b를 축으로 2차원 평면에 웨이브렛 변환 값을 계조도나 색깔로 

표현한 것을 스케일로그램(scalogram)이라고 하며, STFT의 스펙트로그램과 유사

한 해석을 함으로서 신호의 시간-주파수 특징을 나타낼 수 있다. Fig 2에서 (a)는 

웨이브렛 변환에 의해 시간-주파수 평면이 각각 다른 창의 크기로 나뉘어진 것을 

나타내고, (b)는 (a)에 표시된 각 역에 대한 주파수를 표현한다.

�
�
�
�

��
��
��

����

Frequency

Time

(a) Coverage of the time-frequency plane
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�����
�����

���
���

��
��
��
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(b) Typical basis

Fig 2. Basis functions and time-frequency resolution of wavelet transform

  일반적으로 상에서 에지 등과 같은 높은 주파수를 갖는 신호들은 짧은 공간이

나 시간 역에서 존재하고, 평탄한 역으로 이루어진 낮은 주파수를 갖는 신호

들은 넓은 공간에 분포한다. 이러한 특성을 나타내는 신호를 분석하기 위해 고정

된 윈도우를 갖는 STFT를 사용하는 것보다 높은 주파수일 때는 시간 역에서 작

은 윈도우를 갖고 낮은 주파수일 때는 넓은 윈도우를 갖는 가변 윈도우를 적용하

는 것이 시간-주파수 해상도의 관점에서는 유리하다. 

3. 다해상도 분해

  신호의 다해상도 표현은 신호 x( t)를 일련의 내포 부공간 Vm⊂L
2(R), m∈Z  

상으로 투 시킴으로써 이루어진다. 여기서 Z는 정수이다. 신호 x( t)의 다해상도 

표현 xm(t)와 내포 부공간들의 관계는 식(5)와 같다. 

Vm ⊂ Vm-1,   m∈Z  (5-1)
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∩
m
Vm = {0}  (5-2)

∪
m
Vm = L

2
(R)  (5-3)

x(t) ∈ Vm  ⇔  x(2t) ∈ Vm-1  (5-4)

xm(t) = ∑
m,n
< x( t),φm,n(t)> φm,n(t)  (5-5)

여기서 m은 스케일링 변수이고, n은 시간 천이 변수이다. 또한, 부공간 V 0의 정

규 직교 기저 φ( t-n), n∈Z를 생성하는 스케일링 함수 φ( t)가 존재한다. 이러

한 각 내포 부공간의 기저들은 식(6)에서와 같이 스케일링 함수를 시간천이 및 스

케일링을 통해 생성된다. 

φm,n(t) = 2
-m/2φ(2-mt-n),   m,n∈Z  (6)

  신호를 높은 해상도 공간 Vm-1에서 낮은 해상도 공간 Vm으로 근사화할 때, 

정보의 손실이 발생하는데, 이러한 신호를 잔여신호(residual signal)라고 하며, 

Vm의 직교 여 부공간 Wm상에 존재한다. 상하위 해상도 공간과 직교하는 공간 

사이의 관계는 식(7)과 같고, Fig 3에서 이상적인 저대역 부공간 Vm와 밴드대역 

부공간 Wm들의 스펙트럼을 나타내었다.

Vm-1 = Vm⊕Wm,   Vm⊥Wm  (7)
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Frequnecy

V 0

W 0W 1

V-1

W 2

V 1

Fig 3. Spectrum ofVm  and Wm

  부공간 Vm의 스케일 함수 φ( t)와 유사하게 부공간 Wm을 구성하는 정규직교 

기저가 존재하며 기저를 생성하는 모 웨이브렛 ψ( t)가 존재한다. 식(8)에서와 같

이 각 부공간의 기저는 웨이브렛 ψ( t)을 스케일링과 시간천이를 수행함으로써 생

성된다. 

ψm,n(t) = 2
-m/2ψ(2-mt-n),   m,n∈Z  (8-1)

xm-1(t) = xm(t)+rm(t)  (8-2)

rm(t) = ∑
n
<x(t), ψm,n(t)> ψm,n(t)  (8-3)

여기서 rm(t)는 Vm의 직교 여 부공간 Wm상에 존재하는 잔여신호이다.

  하나의 해상도 부공간은 더 낮은 해상도 부공간과 직교 여 부공간으로 표현가능

하고, 반복적용을 하면 여 부공간만으로 표현이 가능하다. 따라서, 식(9)과 같이 신

호 x( t)는 Wm의 기저들로 표현할 수 있다. 
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Vm(t) = Wm⊕Wm-1⊕Wm-2… (9-1)

L 2(R) = ∪
m
( ⊕Wm ),   m∈Z  (9-2)

x( t) = ∑
m,n
<x(t), ψm,n(t)> ψm,n(t)  (9-3)

  한편 φ(t) ∈Vm이면 φ(2t)∈Vm-1이고, 식(10)과 같은 관계를 만족한다. 

φ( t) = 2∑
n
h(n)φ(2t-n),   n∈Z  (10-1)

ψ( t) = 2∑
n
g(n)ψ(2t-n),   n∈Z  (10-2)

∑
n
h(n) = 2  (10-3)

g(n) = (-1) nh(1-n)  (10-4)

∑
n
g(n)= 0  (10-5)

  신호 x( t)에 대해 cmn=< x( t), φm,n(t)>, dmn=< x( t),ψm,n(t)>일 때, 부공간 

Vm, Wm과 h(n), g(n)간의 관계는 Fig 4와 같이 2진 트리 구조를 형성한다. 
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Vm+1

Wm+1

Wm

xm(k)

rm(k)

rm+1(k)

xm+1(k)

xm-1(k)

h(n)

g(n)

h(n)

↓2

↓2

↓2

↓2g(n)

Vm-1

Vm

(a) Wavelet anlysis

xm+1(k)
h(n)

↑2

↑2

g(n)

+ ↑2 h(n)

g(n)↑2

+

Vm+1

rm+1(k)

Wm+1

xm(k)

Vm

rm(k)
Wm

Vm-1

xm-1(k)

(b) Wavelet synthesis

Fig 4. Binary tree structure of analysis and synthesis of wavelet

  Fig 4에서 h(n)은 저역통과 필터이고 g(n)은 고역통과 필터이다. ↑은 

upsampling을 나타내고 ↓은 downsampling을 나타낸다.
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4. 쌍직교 웨이브렛

  상 신호처리에 주로 사용되는 웨이브렛은 크게 직교 웨이브렛과 쌍직교 웨이

브렛(biorthogonal wavelet)의 두 개의 분류로 나눌 수 있다. 직교 웨이브렛은 직

교 기저로부터 구현된다. 직교 웨이브렛은 분석 필터 뱅크와 합성 필터 뱅크가 똑

같은 웨이브렛 함수로부터 유도된 것으로서, 각 대역의 임펄스 응답은 다음과 같

은 관계식을 만족한다.

<h i (n-2l),h j(n-2k)>= δ ijδ kl  (11)

여기서 h i는 분석 필터 뱅크이고 h j는 합성 필터 뱅크이다.

  상 부호화에 있어서 직교 웨이브렛의 가장 중요한 성질은 FIR 필터에 대응하

는 옹골 버팀이다. 이러한 옹골 버팀 웨이브렛은 Daubechies에 의해 만들어졌고, 

Mallat에 의해 빠른 계산 알고리즘이 만들어졌다.(Mallat, 1989) 그러나, 이 직교 

웨이브렛의 가장 큰 단점은 비대칭성에 있다. 이러한 단점은 FIR 필터와 관련있는 

비선형을 의미한다. 따라서 웨이브렛 부대역의 경계부분에 에러가 생긴다. 완전 재

구성 특성을 만족하는 유한 차수의 필터가 Daubechies에 의해 설계되었지만 대칭

성은 불연속적인 Haar 기저 이외에는 만족시킬 수 없다. 이로 인해 정규 직교 조

건을 완화하여 쌍직교 조건을 만족하도록 하는 쌍직교 웨이브렛이 만들어졌다. 쌍

직교 웨이브렛은 분석필터 뱅크와 합성 필터 뱅크가 각각 다른 웨이브렛 함수로부

터 유도된 경우로, 각 대역간의 직교성이 성립한다. 쌍직교 웨이브렛은 대칭성과 

옹골 버팀의 성질 모두를 만족한다.(Daubechies, 1993)
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c 1(n) c 1( m )

c 0(k)

g

hh

g↓2

↓2

↑2

↑2

d 0(k)

Fig 5. 2-Channel biorthogonal wavelet filter bank

  Fig 5는 2채널 쌍직교 웨이브렛 필터 뱅크를 나타낸 것이다. 입력단에 c 1(n)의 

신호가 입력되었을 때 분석필터 뱅크의 출력은

c 0(k)=∑
n
h( 2k-n)c1 (n),  d 0(k)=∑

n
g( 2k-n)c 1(n)  (12)

  이고, 합성필터 뱅크의 출력은 식(13)으로 나타낼 수 있다.

c 1( m )=∑
k
[h(2k-m)c 0(k)+g(2k-m)d 0(k) ]  (13)

  위 식(12)를 식(13)에 대입함으로서 합성필터 뱅크의 출력을 구할 수 있다.

c 1( m )=∑
n
∑
k
[h(2k-m) h( 2k-n)+g(2k-m)g( 2k- n)]c 1(n)  (14)

  식(14)에서 완전복원을 위해 다음의 조건을 만족해야 한다.

c 1( m )= c 1(n)  (15)

∑
k
[h(2k-m)h( 2k-n)+g(2k-m)g( 2k-n)]=δ(m-n)  (16)
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  식(15), (16)의 조건으로부터 4개의 필터들은 다음과 같은 관계가 성립한다.

g(n)= (-1)nh(1-n),    g(n)= (-1)n h( 1-n) (17)

  식(17)을 식(16)에 대입하면 식(18)과 같은 결과를 얻는다.

∑
n
h(n)h(n+2k)=δ(k)  (18)

  즉, 직교인 경우 h(n)은 자신의 짝수 천이된 것과 직교인 반면 쌍직교인 경우 

h와 h가 직교이다.

5. 웨이브렛 변환을 이용한 상의 다해상도 표현

  상과 같은 2차원 신호를 웨이브렛 변환하면 4개의 성분으로 나누어진다. 나누

어진 상은 에너지 분포가 가장 높은 저 레벨 대역과 수평성분, 수직성분, 대각성

분으로 구성된다.

원

상

fHL

fLH

fHH

복원

상

Horizontal Horizontal

h ↓2

g ↓2

↑2 h

↑2 g

h ↓2

g ↓2

↑2 h

↑2 g

↑2 h

↑2 g

↓2h

↓2g

fLL

Vertical Vertical

Fig 6. 2-dimension wavelet transform block diagram
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  Fig 6은 웨이브렛 변환을 이용하여 2차원 신호가 다해상도로 변환되는 과정이

다. 임의의 상 f(x,y)는 수평 방향으로 필터링되어져 저주파 성분인 fL(x,y)와 

고주파 성분인 fH(x,y)로 나누어지고 f L(x,y)와 fH(x,y)의 대역은 원 신호의 

반이기 때문에 수평 방향으로 downsample을 해준다. 그리고 fL(x,y)와 fH(x,y)

을 다시 수직 방향으로 필터링함으로서 4개의 부 상을 얻는다. 즉, fLL, fLH, 

fHL, fHH  4개의 부 상을 얻는다. fLH는 상의 수평 성분을 강조하고, fHL은 

수직 성분을, fHH는 대각 성분을 강조한다.

  2차원 상의 복원은 각 방향의 세부적인 상들을 수직방향으로 upsampling 

한 후 각각의 상들을 수직방향으로 적절히 필터링을 한다. 이런 과정이 다시 수

평 방향으로 이루어져 최종적인 복원된 상을 얻는다.

LL

Approximation

LH

Horizontal

HL

Vertical

HH

Diagonal

Fig 7. Image analysis using wavelet transform

  Fig 7에서 LL 대역은 복원 상에 미치는 향이 가장 큰 대역으로서 원 상 

신호가 가지고 있는 에너지의 대부분을 포함하고 있다. 그리고, LH 대역은 상의 

수평 에지에 해당하는 고주파 성분이 나타나고, HL 대역에서는 수직 에지에 해당

하는 고주파 성분이 나타나며, HH 대역에서는 대각 에지에 해당하는 고주파 성분

이 나타난다.
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6. 웨이브렛 관련 필터

  이산 웨이브렛 변환을 이용한 상의 다해상도 분해에 사용되는 필터들은 완전

복원을 만족해야 하지만 필터 뱅크로 구현시 양자화 에러가 발생한다. 따라서, 응

용분야에 따라 선형성이 요구되는 경우 완전복원 조건을 제외하면 필터 설계의 자

유도를 높을 수 있다. 상 처리에 널리 이용되는 웨이브렛 관련 필터에 대해 필

터간의 직교성, 선형 위상, 완전 복원 조건 등의 특징을 Table 1에 나타내었다.

Table 1. Characteristics of filters

           특성

  필터
직교성 선형위상 완전복원

Equiripple Filter O X O

Daubechies' Filter O X O

Coiflets Filter O △ O

Biorthogonal Filter X O O

Johnstone's Filter X O X

  여기서 X는 나쁨을 나타내고 △는 보통을 나타내며 O는 좋음을 나타낸다. 

Equiripple 필터는 regularity가 낮으므로 상 신호의 손실 부호화에 적용하기에는 

부적절하다. Daubechies 필터는 상 신호에 처리하기에 적절한 regularity가 높은 

필터이다. Coiflets 필터는 완전 복원을 만족하면서 가능한 선형 위상에 가깝도록 

설계되었다. Biorthogonal 필터는 직교성보다는 선형 위상과 완전 복원을 만족하도

록 설계되었다. 그리고 Johnstone 필터는 완전 복원은 만족하지 않지만, 주파수 특

성이 완전 복원 필터의 진폭응답과 유사하며 위상 특성을 갖고 있다.
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Ⅲ. 웨이브렛 변환을 이용한 잡음제거

  최근의 잡음제거 기술들은 원래의 신호공간을 직교성에 의한 변환을 이용하여 

처리하는 방법들을 활용하고 있으며, 이것은 변환된 신호가 원래 신호와 잡음의 

특징을 구분할 수 있는 성질을 나타냄으로서 원하는 신호로의 추정을 더욱 쉽게 

할 수 있기 때문이다. 또한 변환을 이용한 방법은 신호나 상에서 잡음을 제거할 

때 나타나게 되는 두 가지 주된 관심인 잡음 제거 효율과 에지의 보존성이라는 

trade-off를 효과적으로 잘 표현할 수 있게 한다.

  일반적으로 잡음이 첨가된 신호는 다음과 같이 나타낼 수 있다. 

y = x+n  (19)

  여기서 x는 원신호이고 n은 잡음이다. n은 백색잡음으로서 N(0,σ
2)의 정규분

포를 가지며 신호 x에 독립적이다. 식(19)의 양변에 웨이브렛 변환을 취하여 신호 

x에 대한 웨이브렛 변환 계수를 {s j,k}, 잡음 n에 대한 웨이브렛 변환 계수를 

{e j,k}라 하고 잡음화된 신호 y에 대한 웨이브렛 변환 계수를 {wj,k}라 하면 식

(20)과 같이 wj,k를 원래 신호 계수 s j,k와 웨이브렛 역에서도 백색 잡음의 특

성이 유지되는 잡음 계수 ej,k의 합으로 표현할 수 있다. 

wj,k = s j,k+e j,k  (20)

여기서 j는 스케일링 변수이고 k는 천이 변수이다.

  식(19)에서 원 신호 x의 추정치를 x라 하고 식(20)에서 웨이브렛 변환된 신호 

s j,k의 추정치를 s j, k라 할 때 추정치 x를 찾는 문제는 신호와 잡음의 특성이 잘 
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분리된 웨이브렛 역에서의 추정치 s j, k를 구하는 문제로 전환되어진다. 

1. 기존의 임계치를 이용한 방법

  추정치 s j, k를 구하는데 임계치 기법은 Donoho가 제안한 hard-threshold와 

soft-threshold 방법을 사용하여 웨이브렛 역에서 잡음을 제거하 다. 이 방법을 

수식적으로 표현하면 웨이브렛 계수 wj,k와 임계치 λ에 대해, soft-threshold는

s j, k = T(wj,k) = 

ꀊ

ꀖ

ꀈ

︳︳︳

︳︳︳

wj,k-λ   if wj,k>  λ

   0      if |wj,k |≤λ

wj,k+λ   if wj,k<-λ

 (21)

이고, hard-threshold는

s j, k = T(wj,k) = {
wj,k   if |wj,k | > λ

  0    if |wj,k | < λ

 (22)

이다. 여기서 λ는 임계치이며 그 값은 σ 2 log(n)이다. σ는 잡음의 표준편차이고 

n은 원 신호의 길이 이다. 이와 같이 추정된 s j, k를 역 웨이브렛 변환하면 원 신

호 x에 대한 추정치 x를 얻는다. 이러한 임계치 기법을 Donoho는 웨이브렛 변환

을 이용하여 상을 다해상도로 분해했을 때 각 대역 성분의 특성에  관계없이 일

괄적으로 soft-threshold나 아니면 hard-threshold 기법을 사용하 다. 
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2. 대역별 임계치 적용 기법

  Donoho가 제안한 임계치 기법은 상의 잡음을 제거하는데 어느 정도 우수한 

성능을 보 으나 각 대역별 특성을 고려하지 않아서 완전히 잡음을 제거하지는 못

했다. 본 논문에서 제안한 대역별 임계치 적용 기법은 Fig 8에 나타낸 상처럼 

웨이브렛 변환을 이용하여 다해상도로 분해한 후 상의 대역별 특성을 고려하여 

LL 대역에는 hard-threshold 기법을 사용하 고, LH 대역, HL 대역 및 HH 대역

에는 soft-threshold 기법을 적용하 다. 

  웨이브렛 변환으로 분해된 부밴드 상들은 서로 다른 통계적인 특성을 갖는다. 

다른 단계의 부밴드 상 계수들의 절대치 간에도 일정한 상관성이 존재하는데, 

약 0.3정도의 값을 갖는 것으로 알려져 있다. 

(a) Original image
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(b) Noised image

Fig 8. Multi-resolution of the image

  Fig 8(a)는 Lenna 원 상이 다해상도로 분해된 상을 나타내었고, Fig 8(b)는 

Lenna 상에 잡음을 첨가한 상을 다해상도로 분해한 것을 나타내었다. Fig 

8(a)에서처럼 웨이브렛 변환을 이용하여 상을 다해상도로 분해된 대역인 LL 대

역, LH 대역, HL 대역 및 HH 대역들은 각기 다른 특징을 가지고 있다. LL 대역 

상은 저주파 통과 필터를 거친 역으로서 원래 상보다 해상도가 반으로 줄어

든 결과를 갖는다. 그러나 원 상 신호가 가지는 에너지의 대부분을 가지고 있기 

때문에 복원 상에 미치는 향이 가장 큰 대역이다. 그리고 Fig 8(a)와 (b)의 

LL 대역을 비교하면 LL대역의 웨이브렛 변환 계수가 잡음의 웨이브렛 변환 계수

보다 큰 계수들이 많아 잡음에 의한 손상이 작다. 따라서 임계치보다 큰 절대값을 

가진 계수들은 남겨두고 임계치보다 작은 절대값을 가진 계수들은 없애는 

hard-threshold기법을 적용한다. LL 대역 특성에 비해 비교적 중요하지 않은 LH 

대역, HL 대역과 HH 대역은 각각 상의 수평 에지, 수직 에지와 대각 에지에 해

당하는 고주파 성분을 나타낸다. 특히, HH대역은 상의 대각 성분을 포함하고 

있으나, 계수값들의 통계적 특성에 의하면 대부분 0에 가까운 값을 가지고 있으며, 

인접한 화소들과 상관관계가 매우 미약하다. 이것은 수직, 수평 방향의 에지를 포
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함하는 상에 대해 웨이브렛 변환을 수행하면 변환 대역에서도 계수들이 에지의 

방향으로 존재하지만, 대각선 성분은 상에서 모서리와 같이 일정한 방향으로 존

재하는 것은 아니기 때문이다. 그리고 Fig 8(a)와 (b)의 LH 대역, HL 대역과 HH 

대역을 비교하면 이들 각 대역의 웨이브렛 변환 계수가 잡음의 웨아브렛 변환 계

수와 비슷하여 잡음에 많이 손상되어 있다. 따라서 각 밴드의 웨이브렛 계수와 잡

음 계수의 차를 이용하는 soft-threshold기법을 적용한다. 이 과정은 Fig 9에 나타

나있다. 

s j, kwj,kDWT

LL

LH, HL, HH

Hard-thresholing

Operation

Soft-thresholing

Operation

IDWT
y x

Fig 9. Block diagram of the proposed method

  Fig 9를 보면 잡음이 첨가된 상 y를 웨이브렛 변환하여 다해상도 분해한다. 

그 다음 LL 대역의 웨이브렛 변환된 계수 wj,k에는 hard-threshold 기법을 적용

하여 잡음의 제거된 추정 웨이브렛 계수 s j, k를 얻는다. LH 대역, HL 대역과 

HH 대역의 웨이브렛 변환된 계수에는 soft-threshold 기법을 적용하여 잡음이 제

거된 웨이브렛 계수를 얻는다. 마지막으로 이 계수를 역 웨이브렛 변환하면 잡음

이 제거된 추정 상 신호 x를 얻는다.
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Ⅳ. 모의 실험 및 결과

  본 논문에서는 3개의 상을 가지고 시뮬레이션 하 으며 상의 크기는 512×

512인 흑백 상으로 명도는 0∼255의 값을 가지며 Fig 10에 나타내었다. 각 상

의 특징을 살펴보면 Lenna 상은 대체적으로 평활한 상이다. 갑자기 변화하는 

부분이 작고 변환 부호화를 수행하 을 경우 저주파 성분에 많은 정보가 포함되어 

있다. Baboons 상은 상의 전 부분에서 신호가 급격하게 변하는 복잡 상의 

구조이다. Girl 상은 Lenna 상과 비슷하며 Lenna 상보다 조금 덜 복잡한 구

조를 갖고 있다. 

  다분해 해상도를 위한 웨이브렛 필터는 필터간의 직교성과 완전 복원성이 우수

한 Coiflets 함수를 사용하 다. 그리고 잡음은 백색 가우시안 잡음을 사용하 다. 

(a) Lenna
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(b) Baboons

(c) Girl

Fig 10. Original image
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1. Lenna 상의 잡음제거

Fig 11. Noised image

  Fig 11은 원 상에 백색 가우시안 잡음을 첨가한 상이다. 이 잡음화된 상

을 각각 기존의 hard-threshold기법과 soft-threshold기법과 제안한 방법에 의해 

잡음을 제거하 고 비교하기 위해서 각각의 PSNR(peak signal to noise ratio)을 

구하 다. PSNR은 원 상과 복원된 상의 차이를 제곱한 값들의 평균인 

MSE(mean square errors)를 이용하여 계산하는데, 두 상의 유사성을 비교하여 

복원력을 나타내는 척도가 된다.

  MSE와 PSNR은 다음과 같이 정의된다.

PSNR=10log 10
2552

MSE
  dB  (23)

MSE=
1
M×N ∑

N

m=1
∑
M

n=1
[u(m,n)- u(m,n )]

2
 (24)
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여기서 u(m,n)과 u(m,n)은 각각 원 상과 처리된 상 함수를 나타낸다. 그

리고 M은 원 상의 수평 크기이고 N은 원 상의 수직 크기이다.

Table 2. PSNR of the Lenna image  

hard-threshold 기법 soft-threshold 기법 제안한 기법

PSNR[dB] 31.9899 29.8855 32.8669

  Table 2는 Lenna 상의 PSNR을 나타낸 것으로 Donoho의 hard-threshold 기

법을 사용한 것에 비해서는 약 0.9 dB, soft-threshold 기법을 사용한 것에 비해서

는 약 3 dB 정도 향상되었음을 보인다. 그리고 각 기법으로 잡음 제거된 상은 

Fig 12에는 hard-threshold 기법에 의한 상이고 Fig 13에는 soft-threshold 기법

에 의한 상이며 Fig 14에는 본 논문에서 제안한 기법에 의한 상이다. 

Fig 12. Denoised image by hard-threshold method
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 Fig 13. Denoised image by soft-threshold method

Fig 14. Denoised image by proposed method
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2. Baboons 상의 잡음제거

  Fig 15는 Fig 10(b)에 나타난 원 상에 백색 가우시안 잡음을 첨가한 상이

다.

Fig 15. Noised image 

Table 3. PSNR of the Baboons image  

hard-threshold 기법 soft-threshold 기법 제안한 기법

PSNR[dB] 22.9798 22.1609 24.3717

  Table 3은 Baboons 상의 PSNR을 나타낸 것으로 Donoho의 hard-threshold 

기법을 사용한 것에 비해서는 약 1.4 dB, soft-threshold 기법을 사용한 것에 비해

서는 약 2.2 dB 정도 향상되었음을 보인다. 그리고 각 기법으로 잡음 제거된 상

은 Fig 16에는 hard-threshold 기법에 의한 상이고 Fig 17에는 soft-threshold 

기법에 의한 상이며 Fig 18에는 본 논문에서 제안한 기법에 의한 상이다.
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Fig 16. Denoised image by hard-threshold method

Fig 17. Denoise image by soft-threshold method
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Fig 18. Denoised image by proposed method

3. Girl 상의 잡음제거

  Fig 19는 Fig 10(c)의 원 상에 백색 가우시안 잡음을 첨가한 상이다.

Fig 19. Noised image
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Table 4. PSNR of the Girl image  

hard-threshold 기법 soft-threshold 기법 제안한 기법

PSNR[dB] 31.2602 30.1462 33.1536

  Table 4는 Girl 상의 PSNR을 나타낸 것으로 Donoho의 hard-threshold 기법

을 사용한 것에 비해서는 약 1.9 dB, soft-threshold 기법을 사용한 것에 비해서는 

약 3 dB 정도 향상되었다. 그리고 각 기법으로 잡음 제거된 상은 Fig 20에는 

hard-threshold 기법에 의한 상이고 Fig 21에는 soft-threshold 기법에 의한 

상이며 Fig 22에는 본 논문에서 제안한 기법에 의한 상이다.

Fig 20. Denoised image by hard-threshold method
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Fig 21. Denoised image by soft-threshold method

Fig 22. Denoised image by proposed method
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Ⅴ. 결론

  본 논문에서는 잡음이 첨가된 상에서 잡음을 제거하는 기법에 대하여 제안하

다. 이 기법은 Donoho가 제안하 던 임계치 기법을 상의 대역별 특성에 대해 

각기 다른 임계치 기법을 적용하여 잡음을 제거하 다. 상을 웨이브렛 변환하여 

상의 중요 성분을 포함하고 있는 LL 대역, 상의 수평 성분을 가지는 LH 대

역, 상의 수직 성분을 가지는 HL 대역과 상의 대각 성분을 가지는 HH 대역

으로 다해상도 분해하 다. 그리고 각 상의 특성에 맞게 LL밴드에서는 임계치보

다 큰 절대값을 가진 계수들은 남겨두고 임계치보다 작은 절대값을 가진 계수들은 

없애는 hard-threshold 기법을 적용하고 LH밴드, HL밴드와 HH밴드에서는 각 밴

드의 웨이브렛 계수와 잡음 계수의 차를 이용하는 soft-threshold기법을 사용하

다. 

  본 논문에서는 실험 데이터로 사용된 512×512인 세 개의 상 Lenna, Baboons

와 Girl에 대하여 Donoho가 제안한 임계치 기법과 본 논문에서 제안한 상의 대

역별 특성에 따른 임계치 기법의 화질을 비교하 으며 객관적인 척도인 PSNR을 

비교 분석하여 보았다.  그 결과 Lenna 상인 경우, Donoho가 제안한 임계치 기

법 중에 hard-threshold 기법으로만 잡음을 제거한 경우에 비해서는 약 0.9 dB정

도가 향상되었고 soft-threshold 기법만으로 잡음을 제거한 경우보다는 약 3 dB 

정도 향상되었다. Baboons 상인 경우에서는 hard-threshold 기법에 비해서는 약 

1.4 dB 정도 향상되었고 soft-threshold 기법에 비해서는 약 2.2 dB 정도 향상되었

다. Girl 상인 경우에서는 hard-threshold 기법에 비해서는 약 1.9 dB 정도 향상

되었고 soft-threshold 기법보다는 약 3 dB 정도 향상되어 Donoho의 임계치 기법

보다 제안된 기법이 우수함을 확인할 수 있었다. 
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